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❖♥❡ ✇❛② ✐s t♦ st❛rt ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥tr♦❧
✐s ❛❧r❡❛❞② ❡①♣❧✐❝✐t✳ ❇② ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♠♦st ♥❛t✲
✉r❛❧ ✇❛②✱ ❛❧❧ ❜✐♥❞✐♥❣s ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛❡❝t ❛r❡ ♥♦t s❤❛r❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ s❡♣❛r❛t❡
✐♥✈♦❝❛t✐♦♥s✳ ❙♦ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❆r✐♦❧❛ ❡t ❛❧✳
❬✸❪✱ ❢ ❛♥❞ q ❛r❡ r❡❝♦♠♣✉t❡❞ ❡❛❝❤ t✐♠❡ ❦ ✐s ❝❛❧❧❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠
♣r♦❞✉❝❡s ✭■ ✱ ■✮ ❛s ❛ r❡s✉❧t✳
❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✲♣❛ss✐♥❣ st②❧❡ ✭❈P❙✮ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞✱ ❧✐❦❡ t❤❡ ♦♥❡ ♦❢ ❖❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ✇❤✐❝❤ tr❛♥s✲
❧❛t❡s ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✇✐t❤ ❛ss✐❣♥♠❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ ❛
♣r♦❣r❛♠ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❈P❙ ❢♦r♠ ❤❛s ✐ts ❝♦♥tr♦❧ ✢♦✇ ❡①♣❧✐❝✐t❧② r❡✐✜❡❞ ❛s ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥✱
✐t ✐s ❡❛s② t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦rs✳ ❇② ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡
❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❖❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ♦♣❡r❛t♦rs✱ s❤❛r✐♥❣ ✐♥s✐❞❡ ♦❢ ❛
❝♦♥tr♦❧ ❡✛❡❝t ✐s ♠✉❝❤ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡❞✳ ❲❤❡♥ ❛ ❝♦♥tr♦❧ ❡✛❡❝t ✐s ❢♦r❝❡❞✱ ♦♥❧② t❤❡
❝❤❛✐♥ ♦❢ ❢♦r❝❡❞ ❜✐♥❞✐♥❣s ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ t❤❛t ❡✛❡❝t ❛r❡ ♥♦t s❤❛r❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤✐s
❞❡✜♥✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ❛♥❞ ❢ ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ s❤❛r❡❞✱ ✇❤❡r❡❛s t❤❡
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ t♦ q ✐s s❤❛r❡❞ ❛❝r♦ss ❡✈❡r② ❝❛❧❧ t♦ ❦✳ ❯s✐♥❣ t❤✐s s❡♠❛♥t✐❝s✱
t❤❡ ❛❜♦✈❡ ♣r♦❣r❛♠ ✐♥st❡❛❞ ❧♦♦♣s ❢♦r❡✈❡r✳
❚❤❡ ❣♦❛❧ ♦❢ t❤✐s ♣❛♣❡r ✐s t♦ ❝❧❡❛r❧② ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡s❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s
❜② ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞
✉s✐♥❣ t❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts✱ ❛s ✜rst ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❉❛♥✈② ❬✹❪✳ ❋♦r ❛ ❣✐✈❡♥
♥♦t✐♦♥ ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s✱ t❤❡r❡ ✐s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❛♥❞ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠
t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ ♦♥❡ ❛♥♦t❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❢r♦♠ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡
s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts✱ t❤❡ ♦t❤❡rs ♠❛② ❜❡ s②st❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞✳ ❲❡ ❜❡❣✐♥ ✇✐t❤
❛ s♠❛❧❧ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ ❆r✐♦❧❛ ❡t ❛❧✳✬s ❬✸❪ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✷✮
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ✐t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✮✳ ❚❤✐s ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❛♥
❜❡ r❡✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ❛s ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ✐♥ ✐ts ♦✇♥ r✐❣❤t✖t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t
❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s ❞♦❡s ❢♦r ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ✇❤❛t t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s
❞♦❡s ❢♦r ❝❛❧❧✲❜②✲✈❛❧✉❡ ❛♥❞ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❛♠❡✿ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞❡① ✐s ❛❧✇❛②s ❛t t❤❡ t♦♣
♦❢ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ s♦ t❤❛t t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦
❜❡ ♣❡r❢♦r♠❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❣❡♥❡r❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸ ✐s ♥♦t s❛t✐s❢②✐♥❣
❢♦r t✇♦ r❡❛s♦♥s✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥❡✣❝✐❡♥t❧② ✉s❡s ❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥
❞✉r✐♥❣ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠✉st tr❛✈❡rs❡ t❤❡ ❡♥t✐r❡ s✉❜✲♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ st❡♣✳
❙❡❝♦♥❞✱ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ str❛t❡❣② ✐s ♥♦t ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡✳ ●✐✈❡♥ ❛ t❡r♠ ❛♥❞ ✐ts ❝♦♥✲
t❡①t✱ ❜♦t❤ ♠✉st ❜❡ ❛♥❛❧②③❡❞ t♦❣❡t❤❡r ✐♥ ♦r❞❡r ❢♦r t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ t❛❦❡ ❛ st❡♣✳
■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ t❤❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ❛ t❡r♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ t♦ ❜♦t❤ ♦❢ t❤❡s❡ ♣r♦❜❧❡♠s ✐s t❤❡ s❛♠❡✿ st♦r❡ ❛❧❧ t❡r♠s ❛♥❞ ❝♦♥t❡①ts
✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✉s✐♥❣ ❛♥ ❡❛r❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ str❛t❡❣②✳ ❇② ❛♣♣❧②✐♥❣
t❤✐s ❝❤❛♥❣❡ t♦ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s ✇❡ ❣❡t ❛ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡✱ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞
❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✮✳ ❯s✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✱ ✇❡
❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ✭❙❡❝✲
t✐♦♥ ✺✮✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ s❡❡ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r
❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞✱ ✇❡ ❡①t❡♥❞ ❖❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳✬s ❬✽❪ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
✐♥ ❛ ♥❛t✉r❛❧ ✇❛②✱ ❛♥❞ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡✳ ❲❡ r❡✢❡❝t ♦♥ t❤❡ s✉❜t❧❡t✐❡s t❤❛t
❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❜② ❡①♣❧♦r✐♥❣ s♦♠❡ ♦❢ t❤❡
♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❝❤♦✐❝❡s✱ ❛♥❞ ♦✉t❧✐♥❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✉❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✻✮✳ ❚❤❡ ✉♥✐t② ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts ♣r♦✈✐❞❡s ❛ r♦❜✉st
❢♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❢♦r s✉❝❤ ❡①♣❧♦r❛t✐♦♥✖t❤❡ s❛♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡✲❞❡r✐✈❡
t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ✹
✷ ❈❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭λlv✮
❲❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s♠❛❧❧ r❡✈✐s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ λlv ✱
✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❬✸❪✳ ❚❤❡ s✉❜s❝r✐♣t lv st❛♥❞s ❢♦r ✏ ❧❛③② ✈❛❧✉❡✑✱ ✐♥❞✐❝❛t✐♥❣ t❤❡ ❢❛❝t
✹ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ♣❛♣❡r ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ♦♥❧✐♥❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✐①✳❝s✳✉♦r❡❣♦♥✳❡❞✉✴⑦♣❞♦✇♥❡♥✴
❝❧❛ss✐❝❛❧✲♥❡❡❞✲❛rt✐❢❛❝ts✴✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♥ ❛♣♣❡♥❞✐① ✇✐t❤ s✉♣♣♦rt✐♥❣ ♣r♦♦❢s ❛♥❞
❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦❞❡ t❤❛t ✐♠♣❧❡♠❡♥ts t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✳
t❤❛t ❢♦❝✉s ❣♦❡s t♦ t❤❡ t❡r♠ ✭♦r ♣r♦❞✉❝❡r✮ ✐♥ ❛ ❧❛③② ✇❛②✳ ■♥ ♦t❤❡r ✇♦r❞s✱ ✇❡
✜rst r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛s ♠✉❝❤ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠✐♠✐❝❦✐♥❣ ♦✉ts✐❞❡✲✐♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✐♥
t❤❡ ❧❛♠❜❞❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ ❜❡❣✐♥ t♦ r❡❞✉❝❡ ❛ t❡r♠ ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐ts ❝♦♥t❡①t ✐s
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ λlv ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❢♦❧❧♦✇s✿
c ∈ Command ::= 〈t||e〉 e ∈ Context ::= E | µ˜x.c
t, u ∈ Term ::= V | µα.c E ∈ CoV alue ::= α | F | µ˜x.C[〈x||F 〉]
V ∈ V alue ::= x | λx.t F ∈ ForcingContext ::= α | t · E
C ∈MetaContext ::=  | 〈µα.c||µ˜x.C〉
❆ ❝♦♠♠❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝ts ❛ ♣r♦❞✉❝❡r ❛♥❞ ❛ ❝♦♥s✉♠❡r t♦❣❡t❤❡r✳ ❆ ❝♦✲✈❛❧✉❡ E ✐s ❛♥
✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ ❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦✲✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛ ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱ ♦r ❛ t❡r♠✲
❜✐♥❞✐♥❣ ❝♦♥t❡①t µ˜x.c ✐♥ ✇❤✐❝❤ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❤❛s ❜❡❡♥ ❢♦r❝❡❞✳ ❆ ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✱
❡✐t❤❡r ❛ ❝♦✲❝♦♥st❛♥t α ♦r ❛♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①t t·E✱ ❞r✐✈❡s ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✱
❡❛❣❡r❧② ❞❡♠❛♥❞✐♥❣ ❛ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛♣♣❧✐❝❛t✐✈❡ ❝♦♥t❡①ts ✐s r❡str✐❝t❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ t · e✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ t · µ˜x.〈x||α〉 ✐s ❛ ✈❛❧✐❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡❛s
t · µ˜x.〈y||α〉 ✐s ♥♦t ✖ ✐♥ 〈µα.c||t · µ˜x.〈y||α〉〉✱ ✐t ❢♦r❝❡s ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ c ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤
✐ts ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞✳
❚❤❡ C ✐♥ µ˜x.C[〈x||F 〉] ✐s ❛ ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t✱ ✇❤✐❝❤ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞❡①
✐♥ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ■♥ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ t❤❡ ♥❡①t r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ♥♦t
♥❡❝❡ss❛r✐❧② ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✱ ❜✉t ♠❛② ❜❡ ❜✉r✐❡❞ ✉♥❞❡r s❡✈❡r❛❧ ❜♦✉♥❞
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s µα.c✳
λlv r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇r✐tt❡♥ ❛s→lv ✱ ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ❝❧♦s✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
r✉❧❡s✿ ✺
(β) 〈λx.t||u · E〉 →β 〈u||µ˜x.〈t||E〉〉
(µ˜v) 〈V ||µ˜x.c〉 →µ˜v c[V/x]
(µl) 〈µα.c||E〉 →µl c[E/α]
❋♦r ❛❧❧ r❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣❛♣❡r✱ → ✐s t❤❡ r❡✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✱ →+ ✐s t❤❡
tr❛♥s✐t✐✈❡ ❝❧♦s✉r❡✱ ❛♥❞ →n/m ✐s ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ n ♦r m st❡♣s✳
❚❤❡ β r✉❧❡ ❜✐♥❞s x t♦ t❤❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡♥ ♣r♦❝❡❡❞s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥
♦❢ t ✐♥ ❝♦♥t❡①t E✳ ❖♥❝❡ t❤❡ ❝♦♥s✉♠❡r ✐s ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡✱ ❢♦❝✉s ❣♦❡s t♦ t❤❡ ♣r♦❞✉❝❡r✳
❙♦ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ♦♥❡ ❤❛s✿ 〈µβ.〈I||I · β〉||t · α〉 →lv 〈I||I · t · α〉✳ ◆♦t✐❝❡ t❤❛t ❝♦♥✲
t❡①t s✇✐t❝❤✐♥❣ ❛❧s♦ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈µβ.〈I||I · β〉||µ˜x.〈x||F 〉〉✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ♦❢ ❆r✐♦❧❛ ❛♥❞ ❋❡❧❧❡✐s❡♥ ❬✶❪✱ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ s✉❜st✐✲
t✉t❡❞ ❡❛❣❡r❧②✱ ❛♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ✈❛❧✉❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ 〈µα.c||µ˜x.〈x||µ˜z.〈z||F 〉〉〉✱
✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ♥♦t ❞❡♠❛♥❞❡❞✱ ❛♥❞ s✉❜st✐t✉t✐♥❣ x ❢♦r z ❧❡❛❞s t♦ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞
〈µα.c||µ˜x.〈x||F 〉〉 ✇❤✐❝❤ ♥♦✇ ❞❡♠❛♥❞s x✳
❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡s t❤❛t ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡ ✐s ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧❝✉❧✉s ❬✸❪✱ µ˜x.〈x||α〉 ✐s ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
✐❢ ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ t❤❡ ❝♦♥t❡①t µ˜z.〈z||δ〉 ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r α✱ ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥✿
✺ ❋♦r s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❞✐s❝✉ss t❤❡ ✐ss✉❡ ♦❢ ❡①♣❧✐❝✐t ❤②❣✐❡♥❡ ✐♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✳ ❋♦r ❛ ❞✐s✲
❝✉ss✐♦♥ ♦♥ ♠❛✐♥t❛✐♥✐♥❣ ❤②❣✐❡♥❡ ✐♥ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ s❡❡ ❬✺❪✱ ❛♥❞ ❢♦r ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t❧②
❤②❣✐❡♥✐❝ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❤❡r❡✱ s❡❡ t❤❡ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛❧ ❝♦❞❡✳
〈µα.〈µα.t||µ˜x.〈x||α〉〉||µ˜z.〈z||δ〉〉 →lv 〈µα.t||µ˜x.〈x||µ˜z.〈z||δ〉〉〉✱ t❤❡♥ ✐t ✐s ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❛
❝♦✲✈❛❧✉❡ s✐♥❝❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✐s ♥♦t ♥❡❡❞❡❞ ✖ ✐♥❞❡❡❞ x ♠✉st ✜rst ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r
z✳ ❚❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❤❡r❡ ✐s t♦ r❡str✐❝t t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ❝♦✲✈❛❧✉❡ ✉♥t✐❧ ✇❡ ❤❛✈❡
♠♦r❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❚❤✉s✱ ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
µ˜x.〈x||α〉 ✐s ♥♦t ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡✱ ❜❡❝❛✉s❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❦♥♦✇ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t x ✇✐❧❧ ❜❡
❢♦r❝❡❞✳
❚❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s
c→β c
′
C[c] 7→lv C[c
′]
c→µ˜v c
′
C[c] 7→lv C[c
′]
c→µl c
′
C[c] 7→lv C[c
′]
❆ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r♠ ✭✇❤♥❢✮ ❢♦r λlv ✐s ❡✐t❤❡r C[〈λx.t||α〉] ♦r C[〈z||F 〉] ✇❤❡r❡
z ✐s ♥♦t ❜♦✉♥❞ ✐♥ C✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥✿
✉s✐♥❣ st❛♥❞❛r❞ ♣r♦♦❢ t❡❝❤♥✐q✉❡s ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❬✷❪✮✱ ♦♥❡ ❝❛♥ s❤♦✇ t❤❛t ✐❢ c→ lv c′ ❛♥❞
c′ ✐s ❛ ✇❤♥❢✱ t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts ❛ ✇❤♥❢ c′′ s✉❝❤ t❤❛t c 7→ lv c′′ ❛♥❞ c′′ → lv c′✳
✸ ❆ ♠✉❧t✐❝✉t s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭λ[lvτ ]✮
❲❡ ♥♦✇ ❡①♣❧♦r❡ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ❦❡❡♣s
t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞❡① ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ❛✈♦✐❞s s❡❛r❝❤✐♥❣ t❤r♦✉❣❤ t❤❡
♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t ❢♦r ✇♦r❦ t♦ ❜❡ ❞♦♥❡✳ ❲❡ ❞❡s✐❣♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ t❤r❡❡ st❡♣s✳ ❋✐rst✱
✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡ ❛ s②♥t❛❝t✐❝ ♥♦t❛t✐♦♥ ❢♦r ❢♦r❝❡❞ ❧❡t✲❡①♣r❡ss✐♦♥s ✭µ˜x.C[〈x||F 〉]✮ ❛♥❞
t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ r✉❧❡s✳ ❙❡❝♦♥❞✱ ✇❡ ❛♣♣❧② ❉❛♥✈②✬s ❬✺❪ t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ s②s✲
t❡♠❛t✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡ t❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❚❤✐r❞✱ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s
❝♦♠❡s ♦✉t ❛s ❛ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳
❲❡ ♠♦❞✐❢② t❤❡ s②♥t❛① ♦❢ λlv ❜② ✇r✐t✐♥❣ ❢♦r❝❡❞ ❧❡ts ❛s µ˜[x].〈x||F 〉τ s♦ t❤❛t t❤❡
❢♦r❝❡❞ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♦❢ ❜✐♥❞✐♥❣s ❛r❡ ❦❡♣t s❡♣❛r❛t❡✱
❣✐✈✐♥❣ ✉s λ[lv ]✳ ❚❤❡ s❡♣❛r❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ❛♥❞ ✐ts ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♠❛❦❡s
✐t ❡①♣❧✐❝✐t t❤❛t t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❜r♦✉❣❤t t♦ t❤❡ t♦♣ ♦❢ ❛ ❢♦r❝❡❞ ❧❡t ✖ t❤❡r❡ ✐s ♥♦
✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ t❤❛t ✇❛s ❢♦r❝❡❞✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ λ[lv ] ✐s✿
E ∈ CoV alue ::= α | F | µ˜[x].〈x||F 〉τ
τ ∈ Environment ::= ǫ | [x = µα.c]τ
✇❤❡r❡ c, t, V, e ❛♥❞ F ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s②♥t❛①
♦❢ λ[lv ] ❛♥❞ λlv ✐♥❝❧✉❞❡s✿
µ˜[x].〈x||F 〉τ ≈ µ˜x.τ [〈x||F 〉]
 = ǫ
〈µα.c||µ˜x.C〉 = C[x = µα.c]
ǫ = 
τ [x = µα.c] = 〈µα.c||µ˜x.τ〉
✇❤❡r❡ ❛❧❧ ♦t❤❡r ✐❞❡♥t✐❝❛❧ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞✳
❚❤❡ λ[lv ] r❡❞✉❝t✐♦♥ s②st❡♠✱ ✐♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s β, µ˜v ❛♥❞ µl r✉❧❡s✱
❝♦♥t❛✐♥s t✇♦ ♥❡✇ r❡❞✉❝t✐♦♥s✿
(µ˜[]) 〈µα.c||µ˜x.C[〈x||F 〉]〉 →[lv] 〈µα.c||µ˜[x].〈x||F 〉C〉
(µ˜[v]) 〈V ||µ˜[x].〈x||F 〉τ〉 →[lv] (τ [〈V ||F 〉])[V/x]
◆♦t❡ t❤❛t ✐♥ ❛ t❡r♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ 〈µα.c||µ˜x.〈µβ.c′||µ˜z.〈x||F 〉〉〉✱ t❤❡r❡ ✐s ♥♦ ❝♦♥t❡①t
s✇✐t❝❤✱ ♠❡❛♥✐♥❣ ✇❡ ❞♦ ♥♦t s✉❜st✐t✉t❡ ❢♦r α✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t x ✐s ♥❡❡❞❡❞ ✐s
r❡❝♦r❞❡❞ ✈✐❛ t❤❡ r✉❧❡ µ˜[] ❧❡❛❞✐♥❣ t♦✿ 〈µα.c||µ˜[x].〈x||F 〉[z = µβ.c′]〉✳ ❆❢t❡r✇❛r❞✱ t❤❡
µl r✉❧❡ ❛♣♣❧✐❡s✱ ❛s ✐♥ λlv ✳
❚❤❡ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ λ[lv ] ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ❜❡❢♦r❡✳ ■t s✐♠✉❧❛t❡s
t❤❡ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ λlv ✳
❚❤❡♦r❡♠ ✶✳ ●✐✈❡♥ c1 ❢r♦♠ λ[lv ] ❛♥❞ c2 ❢r♦♠ λlv s✉❝❤ t❤❛t c1 ≈ c2✿
✲ ■❢ c2 7→lv c
′
2 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts c
′
1 s✉❝❤ t❤❛t c1 7→
1/2
[lv] c
′
1 ❛♥❞ c
′
1 ≈ c
′
2❀
✲ ■❢ c1 7→[lv] c
′
1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts c
′
2 s✉❝❤ t❤❛t c2 7→
0/1
lv c
′
2 ❛♥❞ c
′
1 ≈ c
′
2
❲❡ ✉s❡ ❉❛♥✈②✬s t❡❝❤♥✐q✉❡ ❢♦r ✐♥t❡r✲❞❡r✐✈✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦
❣❡♥❡r❛t❡ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r λ[lv ]✳ ❚❤❡ ✜rst st❡♣ ✐♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❢r♦♠ ✐ts ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r t❤❛t ❝❛❧❝✉❧✉s
❛s ❛ s♠❛❧❧✲st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚♦ ❜❡❣✐♥✱ ✇❡ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐♥ ❛
s❡❛r❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t✱ ❣✐✈❡♥ ❛ ♣r♦❣r❛♠✱ ✐❞❡♥t✐✜❡s t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡① t♦ ❝♦♥tr❛❝t✳ ❇②
❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ t❤❡♥ ❞❡❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③✐♥❣ t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛❧❧ st❛❝❦
♦❢ t❤❡ s❡❛r❝❤✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s r❡✐✜❡❞ ❛s ❛ ❞❛t❛ str✉❝t✉r❡✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s ✇✐t❤
t❤❡ ✐♥s✐❞❡✲♦✉t ✭♠❡t❛✲✮❝♦♥t❡①t ❞❡✜♥✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞
s❡❛r❝❤ ❢✉♥❝t✐♦♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ t❤❛t s♣❧✐ts ❛ ♣r♦❣r❛♠
✐♥t♦ ❛ ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t ❛♥❞ r❡❞❡①✳ ❉❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥✱ ❛♥❞ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
t♦❣❡t❤❡r ❞❡✜♥❡ ❛♥ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♠❛❧❧✲st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛♥❞ ❛♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥❛❧ s❡♠❛♥t✐❝s
❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❝❡ss ✐s t♦ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ s♠❛❧❧✲
st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐♥t♦ ❛ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉rs✐✈❡ ❜✐❣✲st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts
t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳ ❋✐rst✱ t❤❡ r❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✲❞❡❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ st❡♣ ✐s ❞❡❢♦r❡st❡❞
✐♥t♦ ❛ r❡❢♦❝✉s✐♥❣ st❡♣✳ ❘❛t❤❡r t❤❛♥ t❛❦✐♥❣ t❤❡ ❝♦♥tr❛❝t❡❞ r❡❞❡① ❛♥❞ r❡❝♦♠♣♦s❡
✐t ✐♥t♦ t❤❡ ❢✉❧❧ ♣r♦❣r❛♠✱ ♦♥❧② t♦ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❞❡❝♦♠♣♦s❡ t❤❛t ♣r♦❣r❛♠ ❛❣❛✐♥✱
t❤❡ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t r❡❞❡① st❛rts ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s✉❜✲♣r♦❣r❛♠ ✐♥ ❢♦❝✉s ✈✐❛
r❡❢♦❝✉s✐♥❣✳ ◆❡①t✱ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐s ❢✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠ ❛ ♠✉t✉❛❧❧② r❡❝✉r✲
s✐✈❡✱ t❛✐❧✲❝❛❧❧ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✳ ❚♦ ✜♥✐s❤ t❤❡ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❡ ❝♦♠♣r❡ss ❝♦rr✐❞♦r tr❛♥s✐t✐♦♥s✱
❡❧✐♠✐♥❛t❡ ❞❡❛❞ ❝♦❞❡✱ ✢❛tt❡♥ ♣r♦❣r❛♠ st❛t❡s✱ ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t ✐♥t♦
❛ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢ ❢r❛♠❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❜✐❣✲st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ❞❡✜♥❡s t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛✲
❝❤✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤✐s t❡❝❤♥✐q✉❡ t♦ t❤❡ λ[lv ]✲❝❛❧❝✉❧✉s r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✭❛ st❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❛ ❝♦♠♠❛♥❞ ♣❛✐r❡❞
✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t τ✮
〈λx.t||u · E〉τ  [lv] 〈u||µ˜x.〈t||E〉〉τ
〈µα.c1||µ˜x.c2〉τ  [lv] c2[x = µα.c1]τ
〈µα.c||E〉τ  [lv] (c[E/α])τ
〈V ||µ˜x.c〉τ  [lv] (c[V/x])τ
〈V ||µ˜[x].〈x||F 〉τ ′〉τ  [lv] 〈V ||F [V/x]〉(τ
′[V/x])τ
〈x||F 〉τ ′[x = µα.c]τ  [lv] 〈µα.c||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉τ
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ λ[lv ]
t❤r♦✉❣❤ ❝♦rr❡❝t♥❡ss✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
❚❤❡♦r❡♠ ✷✳ ●✐✈❡♥ ❛ λ[lv ] ❝♦♠♠❛♥❞ c✱
✲ ■❢ c 7→[lv] c
′ t❤❡♥ ❢♦r ❛❧❧ c1, τ ✇❤❡r❡ c = τ [c1]✱ t❤❡r❡ ❡①✐sts c
′
1, τ
′ s✉❝❤ t❤❛t
c1τ  
+
[lv] c
′
1τ
′ ❛♥❞ τ ′[c′1] = c
′✳
✲ ■❢ cτ  [lv] c
′τ ′ t❤❡♥ τ [c] 7→
0/1
[lv] τ
′[c′]✳
❲❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r λ[lv ] ✐♥t♦ ❛ ✈❛r✐❛♥t ♦❢ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❝❛❧✲
❝✉❧✉s✱ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❝❛❧❧ λ[lvτ ]✳ ❚❤❡ λ[lvτ ]✲❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❡①♣r❡ss ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥
✇✐t❤♦✉t t❤❡ ✉s❡ ♦❢ ❛ ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t✳ ❊❛❝❤ ❝♦♠♠❛♥❞ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥✲
♠❡♥t ♦❢ ✉♥❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✱ ❜r✐♥❣✐♥❣ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞❡① ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ t♦♣
♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✳ ❚❤❡ s②♥t❛① ♦❢ λ[lvτ ] ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ♥❡✇ s②♥t❛❝t✐❝ ❝❛t❡❣♦r② ♦❢
❈❧♦s✉r❡s ✭r❛♥❣❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ♠❡t❛✲✈❛r✐❛❜❧❡ l✮ ❛♥❞ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s✿
l ∈ Closure ::= cτ τ ∈ Environment ::= ǫ | [x = µα.l]τ
c ∈ Command ::= 〈t||e〉 e ∈ Context ::= E | µ˜x.l
t ∈ Term ::= V | µα.l E ∈ CoV alue ::= α | F | µ˜[x].〈x||F 〉τ
V ∈ V alue ::= x | λx.t F ∈ ForcingContext ::= α | t · E
❘❡❞✉❝t✐♦♥s ✐♥ λ[lvτ ] ❛r❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ st❡♣s ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡
❢♦r λ[lv ]✱ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜✐❧✐t② t♦ ❛♣♣❧② r❡❞✉❝t✐♦♥s ❛♥②✇❤❡r❡ ✐♥ ❛ ❝❧♦s✉r❡✳
(β) 〈λx.t||u · E〉τ →[lvτ ] 〈u||µ˜x.〈t||E〉ǫ〉τ
(µ˜τ ) 〈µα.l||µ˜x.cτ
′〉τ →[lvτ ] cτ
′[x = µα.l]τ
(µl) 〈µα.l||E〉τ →[lvτ ] l[E/α]τ
(µ˜v) 〈V ||µ˜x.l〉τ →[lvτ ] l[V/x]τ
(µ˜[v]) 〈V ||µ˜[x].l〉τ →[lvτ ] l[V/x]τ
(µ˜[]) 〈x||F 〉τ
′[x = µα.l]τ →[lvτ ] 〈µα.l||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉τ
◆♦t❡ t❤❛t lτ ✱ ❢♦r l = cτ ′✱ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s cτ1 ✇❤❡r❡ τ1 ✐s t❤❡ ❝♦♥❝❛t❡♥❛t✐♦♥ ♦❢ τ ′
❛♥❞ τ ✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ✶✳ λ[lvτ ] ✐s ❝♦♥✢✉❡♥t✳
❲❡ tr✐✈✐❛❧❧② ❤❛✈❡ ❛ ✇❡❛❦ ❤❡❛❞ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ❢♦r λ[lvτ ] ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❝❧♦s✉r❡s
❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣t② ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t✿ l 7→[lvτ ] l′ ✐❢ l →[lvτ ] l′✳ ❆ ✇❤♥❢ ❢♦r
λ[lvτ ] ✐s ❡✐t❤❡r 〈λx.t||α〉τ ♦r 〈z||F 〉τ ✇❤❡r❡ z ✐s ❢r❡❡ ✐♥ τ ✳ ❚❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢
λ[lvτ ] ♦♣❡r❛t❡s ✐♥ ❧♦❝❦✲st❡♣ ✇✐t❤ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r λ[lv ]✱ ❛♥❞ s♦ ✐t ✐s ❛❧s♦
❝♦♠♣❧❡t❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ r❡❞✉❝t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ ❝❧♦s✉r❡s ❛♥❞ ❝♦♠♠❛♥❞s ❛r❡ r❡❧❛t❡❞
❜② cτ ≈ τ [c] ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts ❛r❡ r❡❧❛t❡❞ ✐❢ t❤❡② ❜✐♥❞ t❤❡ s❛♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡
s❛♠❡ ♦r❞❡r t♦ r❡❧❛t❡❞ t❡r♠s✳
❚❤❡♦r❡♠ ✸✳ ●✐✈❡♥ c1, τ1 ❢r♦♠ λ[lvτ ] ❛♥❞ c2, τ2 ❢r♦♠ λ[lv ] s✉❝❤ t❤❛t c1 ≈ c2 ❛♥❞
τ1 ≈ τ2✿
✲ ■❢ c1τ1 7→[lvτ ] l1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts l
′
1τ
′
1 = l1 ❛♥❞ c
′
2, τ
′
2 s✉❝❤ t❤❛t c2τ2  [lv]
c′2τ
′
2✱ l
′
1 ≈ c
′
2✱ ❛♥❞ τ
′
1 ≈ τ
′
2✳
✲ ■❢ c2τ2  [lv] c
′
2τ
′
2 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts l
′
1, τ
′
1 s✉❝❤ t❤❛t c1τ1 7→[lvτ ] l
′
1τ
′
1✱ l
′
1 ≈ c
′
2✱
❛♥❞ τ ′1 ≈ τ
′
2✳
❘❡♠❛r❦ ✶✳ ❯s✐♥❣ ❛ s♣❡❝✐❛❧ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ t♦ r❡♠❡♠❜❡r t❤❛t ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐s ♥❡❡❞❡❞
♠❛❦❡s t❤❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡ ✜♥❛❧ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✲♣❛ss✐♥❣
st②❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐❢ ♦♥❡ ✐s ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t
♣❡r s❡ t❤❡♥ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❝❛♥ ❜❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❜② ❛❜❛♥❞♦♥✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ s②♥t❛① ❢♦r
❢♦r❝❡❞ ❧❡ts ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ ❛ ❝♦♥t❡①t s✇✐t❝❤ ✇❤❡♥ ❛ ❝♦✲✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♥❞ ❛ ❢♦r❝✐♥❣
❝♦♥t❡①t F ✐s ❡♥❝♦✉♥t❡r❡❞✳ ❲❡ ❝❛❧❧ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❝❛❧❝✉❧✉s λlvτ ✖ ✐ts r❡❞✉❝t✐♦♥
t❤❡♦r② ❝♦♥t❛✐♥s β✱ µ˜v✱ µ˜τ ✱ ❛♥❞ µl✱ ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡♣❧❛❝❡♠❡♥t ❢♦r µ˜[]✿
〈x||F 〉τ ′[x = µα.l]τ →lvτ l[µ˜x.〈x||F 〉τ
′/α]τ
❍♦✇❡✈❡r✱ ❜② r❡♠♦✈✐♥❣ t❤❡ s♣❡❝✐❛❧ ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ t❤❛t ❡①♣❧✐❝✐t❧② ♠❛r❦s ❧❡ts t❤❛t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❢♦r❝❡❞✱ t❤❡r❡ ✐s s♦♠❡ ❛♠❜✐❣✉✐t② ✐♥ ♣❛rs✐♥❣ t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✳ ❲❡ ❝❛♥
✐♥t❡r♣r❡t ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ µ˜x.〈x||F 〉τ ❛s ❡✐t❤❡r ❛ ❢♦r❝❡❞ ❧❡t✱ s✐♥❝❡ ✐ts ❝♦♠♠❛♥❞
❢♦r❝❡s t❤❡ ❜♦✉♥❞ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♦r ✐♥st❡❛❞ ❛s s♦♠❡ ❣❡♥❡r❛❧ ❧❡t t❤❛t ❥✉st ❤❛♣♣❡♥s t♦
❤❛✈❡ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞ 〈x||F 〉 ✐♥ ❢♦❝✉s✳ ❆❧t❤♦✉❣❤ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❛❞✐♥❣s ❧❡❛❞ t♦
t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t r❡❞✉❝t✐♦♥s✱ t❤❡② q✉✐❝❦❧② ❝♦♥✈❡r❣❡✳ ❚❤❡ µl✲r❡❞✉❝t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡s ✐❢ ✇❡
✐♥t❡r♣❡t t❤❡ ❝♦♥t❡①t ❛s ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t❤❡ r❡❞✉❝t✐♦♥ s❡q✉❡♥❝❡ ♦❢
µ˜τ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② µ˜[]✱ ✇❤✐❝❤ ❜r✐♥❣s ✉s t♦ t❤❡ s❛♠❡ ❝❧♦s✉r❡✳
〈µα.l||µ˜x.〈x||F 〉τ ′〉τ
µl
→lvτ l[µ˜x.〈x||F 〉τ
′/α]τ
〈µα.l||µ˜x.〈x||F 〉τ ′〉τ
µ˜τ
→lvτ 〈x||F 〉τ
′[x = µα.l]τ
µ˜[]
→lvτ l[µ˜x.〈x||F 〉τ
′/α]τ
❚♦ ✐❧❧✉str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❛ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s ✭❡✐t❤❡r λlvτ ♦r λ[lvτ ]✮ ✇❡
s❤♦✇ t❤❛t ❊①❛♠♣❧❡ ✷ t❡r♠✐♥❛t❡s ❛♥❞ ♣r♦❞✉❝❡s (I, I) ❛s ❛ r❡s✉❧t✱ ✇❤❡r❡ t❤❡
r❡❞✉❝t✐♦♥s ❞♦ ♥♦t ♥❡❡❞ ❛♥ ✉♥❜♦✉♥❞❡❞ s❡❛r❝❤ ❢♦r t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞❡①✳
〈µα.〈(I, λx.µ .〈x||α〉)||α〉||µ˜a.〈µβ.〈a||fst · β〉||µ˜f.〈µδ.〈a||snd · δ〉||µ˜q.〈f ||q · (I, I) · tp〉〉〉〉
7→ 〈f ||q · (I, I) · tp〉[q = µδ.〈a||snd · δ〉][f = µβ.〈a||fst · β〉][a = µα.〈(I, λx.µ .〈x||α〉)||α〉]
7→ 〈(I, λx.µ .〈x||α〉)||α〉 where α = µ˜[a].〈a||fst · µ˜[f ].〈f ||q · (I, I) · tp〉[q = µδ.〈a||snd · δ〉]〉
7→ 〈q||(I, I) · tp〉[q = µδ.〈(I, λx.µ .〈x||α〉)||snd · δ〉]
7→ 〈(I, I)||α〉 where α = µ˜[a].〈a||fst · µ˜[f ].〈f ||q · (I, I) · tp〉[q = µδ.〈a||snd · δ〉]〉
7→ 〈q||(I, I) · tp〉[q = µδ.〈(I, I)||snd · δ〉]
7→ 〈(I, I)||tp〉
◆♦t✐❝❡ t❤❛t t❤❡ s❡❝♦♥❞ t✐♠❡ α ✐s r❡❞✉❝❡❞✱ q st❛rts ❢r❡s❤ ❢r♦♠ ✐ts ✐♥✐t✐❛❧ ✉♥❡✈❛❧✲
✉❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♥ s❡❡ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ a✳
✹ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✭λ[lvτ∗]✮
■♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♥str✉❝t ❛ ♠♦r❡ ❡✣❝✐❡♥t ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ❛✈♦✐❞ ♣❡r✲
❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ❝♦st❧② s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳ ❚♦ t❤✐s ❡♥❞✱ ✇❡ ♠♦❞✐❢② λ[lvτ ] s♦ t❤❛t
❛❧❧ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥st❡❛❞ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t τ ✱ ❣✐✈✐♥❣ λ[lvτ∗]✿
τ ∈ Environment ::= ǫ | [x = t]τ | [α = E]τ
❚❤❡ ♠♦❞✐✜❡❞ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❢♦r λ[lvτ∗] ❛r❡✿
(β) 〈λx.t||u · E〉 →[lvτ∗] 〈u||µ˜x.〈t||E〉ǫ〉
(µ˜τ ) 〈t||µ˜x.cτ
′〉τ →[lvτ∗] cτ
′[x = t]τ
(µl) 〈µα.cτ
′||E〉τ →[lvτ∗] cτ
′[α = E]τ
(µ˜[v]) 〈V ||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉τ →[lvτ∗] 〈V ||F 〉τ
′[x = V ]τ
(µ˜[]) 〈x||F 〉τ
′[x = t]τ →[lvτ∗] 〈t||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉τ
(τα) 〈V ||α〉τ
′[α = E]τ →[lvτ∗] 〈V ||E〉τ
′[α = E]τ
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ λ[lvτ∗] ✐s ♣❡r❢♦r♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♠♣t② ♠❡t❛✲❝♦♥t❡①t✱ ❛s ✐♥
λ[lvτ ]✳ ❈❧♦s✉r❡s ✐♥ λ[lvτ∗] r❡❧❛t❡ t♦ ❝❧♦s✉r❡s ✐♥ λ[lvτ ] ❜② ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦♥ ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❝♦✲✈❛❧✉❡s st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✳
l[α = E] ≈ l[E/α] l[x = V ] ≈ l[V/x] l[x = µα.c] ≈ l[x = µα.c]
❚❤❡♦r❡♠ ✹✳ ●✐✈❡♥ ❛ λ[lvτ∗] ❝❧♦s✉r❡ l1 ❛♥❞ ❛ λ[lvτ ] ❝❧♦s✉r❡ l2 s✉❝❤ t❤❛t l1 ≈
l2✿
✲ ■❢ l2 7→[lvτ ] l
′
2 t❤❡♥ l1 7→
+
[lvτ∗] l
′
1✳
✲ ■❢ l1 7→[lvτ∗] l
′
1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts l
′′
1 , l
′
2 s✉❝❤ t❤❛t l2 7→
0/1
[lvτ ] l
′
2 ❛♥❞ l
′
1 7→
0/1
[lvτ∗] l
′′
1
❛♥❞ l′′1 ≈ l
′
2✳
❚❤❡ st❛♥❞❛r❞✐③❛t✐♦♥ ♦❢ λ[lvτ∗] ❣✐✈❡s r✐s❡ t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✳
〈t||µ˜x.c〉τ  [lv∗] c[x = t]τ
〈µα.c||E〉τ  [lv∗] c[α = E]τ
〈V ||α〉τ ′[α = E]τ  [lv∗] 〈V ||E〉τ
′[α = E]τ
〈V ||µ˜[x].〈x||F 〉τ ′〉τ  [lv∗] 〈V ||F 〉τ
′[x = V ]τ
〈x||F 〉τ ′[x = t]τ  [lv∗] 〈t||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉τ
〈λx.t||u · E〉τ  [lv∗] 〈u||µ˜x.〈t||E〉〉τ
❚❤❡♦r❡♠ ✺✳ ●✐✈❡♥ c1, τ1 ❢r♦♠ λ[lvτ∗] ❛♥❞ c2, τ2 ❢r♦♠ λ[lvτ ] s✉❝❤ t❤❛t c1 ≈ c2
❛♥❞ τ1 ≈ τ2✿
✲ ■❢ c1τ1 7→[lvτ∗] l1 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts l
′
1τ
′
1 = l1 ❛♥❞ c
′
2, τ
′
2 s✉❝❤ t❤❛t c2τ2  [lv∗]
c′2τ
′
2✱ l
′
1 ≈ c
′
2✱ ❛♥❞ τ
′
1 ≈ τ
′
2✳
✲ ■❢ c2τ2  [lv∗] c
′
2τ
′
2 t❤❡♥ t❤❡r❡ ❡①✐sts l
′
1, τ
′
1 s✉❝❤ t❤❛t c1τ1 7→[lvτ∗] l
′
1τ
′
1✱ l
′
1 ≈ c
′
2✱
❛♥❞ τ ′1 ≈ τ
′
2✳
❯♥❧✐❦❡ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r λ[lv ]✱ t❤❡ ❛❜♦✈❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❝♦♥t❡①t✲
❢r❡❡✱ s✐♥❝❡ ❛t ❡❛❝❤ st❡♣ ❛ ❞❡❝✐s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ♠❛❞❡ ❜② ❡①❛♠✐♥✐♥❣ ❡✐t❤❡r t❤❡ t❡r♠
♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐♥ ✐s♦❧❛t✐♦♥✳ ❚♦ ♠❛❦❡ t❤✐s str✉❝t✉r❡ ♠♦r❡ ❛♣♣❛r❡♥t✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡
t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥t♦ ❛ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ♣❤❛s❡s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳ ❊❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♦♥❧②
❛♥❛❧②③❡s ♦♥❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠❛♥❞✱ t❤❡ ✏❛❝t✐✈❡✑ t❡r♠ ♦r ❝♦♥t❡①t✱ ❛♥❞ ✐s
♣❛r❛♠❡tr✐❝ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ✏♣❛ss✐✈❡✑ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳ ■♥ ❡ss❡♥❝❡✱ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ ♦❢ t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ t❡r♠ ♦r t❤❡ ❝♦♥t❡①t ✐s ❢✉❧❧② ✐♥ ❝♦♥tr♦❧ ❛♥❞ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t✱
r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❛t t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛❧❢ ❤❛♣♣❡♥s t♦ ❜❡✳
c [lv∗] ceǫ
〈t||µ˜x.c〉eτ  [lv∗] ce[x = t]τ
〈t||E〉eτ  [lv∗] 〈t||E〉tτ
〈µα.c||E〉tτ  [lv∗] ce[α = E]τ
〈V ||E〉tτ  [lv∗] 〈V ||E〉Eτ
〈V ||α〉Eτ
′[α = E]τ  [lv∗] 〈V ||E〉Eτ
′[α = E]τ
〈V ||µ˜[x].〈x||F 〉τ ′〉Eτ  [lv∗] 〈V ||F 〉V τ
′[x = V ]τ
〈V ||F 〉Eτ  [lv∗] 〈V ||F 〉V τ
〈x||F 〉V τ
′[x = t]τ  [lv∗] 〈t||µ˜[x].〈x||F 〉τ
′〉tτ
〈λx.t||F 〉V τ  [lv∗] 〈λx.t||F 〉F τ
〈λx.t||u · E〉F τ  [lv∗] 〈u||µ˜x.〈t||E〉〉eτ
❋✐❣✳ ✶✳ ❆❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❢♦r t❤❡ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s λ[lvτ∗]✳
✺ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❈P❙ ✭λ[lvτ∗]✮
❍❛✈✐♥❣ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❢♦r♠ ✐s ❣♦♦❞ ❢♦r ♠♦r❡ t❤❛♥ ❥✉st ❛❡s✲
t❤❡t✐❝ r❡❛s♦♥s✳ ❍❛✈✐♥❣ ❜♦t❤ t❤❡ t❡r♠ ❛♥❞ ❝♦♥t❡①t ❜❡❤❛✈❡ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t❧② ♦❢ ❡❛❝❤
♦t❤❡r ♠❛❦❡s t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♠❡♥❞❛❜❧❡ t♦ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐♥t♦ ❛ ♥✐❝❡ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠✳
❙✐♥❝❡ ❛ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ✐♥t♦ t❤❡ λ✲
❝❛❧❝✉❧✉s✱ ❡❛❝❤ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠✉st ❤❛✈❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ✐♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣s✳
❉✉r✐♥❣ tr❛♥s❧❛t✐♦♥✱ ❛♥ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♠❛② t❛❦❡ ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✱ ❜✉t
✐t ❝❛♥♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❡①❛♠✐♥❡ ✐t ✖ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❜❧❛❝❦ ❜♦① t❤❛t ❝❛♥ ♦♥❧②
❜❡ ❡♥t❡r❡❞ ❜② ②✐❡❧❞✐♥❣ ❛❧❧ ❝♦♥tr♦❧ t♦ ✐t✳ ❚❤❡ ♣❛r❛♠❡tr✐❝ ♥❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ st❡♣s ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶✱ ❛♥❞ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❡❛❝❤ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ❛♥❛❧②③❡❞ ❡①❛❝t❧② ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡
♠❛❝❤✐♥❡✱ ♠❡❛♥s t❤❛t ✇❡ ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❞❡r✐✈❡ ❛ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
❡①❛❝t❧② ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝❤✐♥❡✳
❉❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❈P❙ tr❛♥s❧❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛ ❝♦♥t❡①t✲❢r❡❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ♠♦r❡
str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ t❤❛♥ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❢r♦♠ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❙t❛rt✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ❜✐❣✲
st❡♣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❝❛s❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ❧✐❢t❡❞ ♦✉t s♦ t❤❛t t❤❡ ✐♥✲
t❡r♣r❡t❡r ❜❡❝♦♠❡s ❛ s❡t ♦❢ ♦♥❡✲❛r❣✉♠❡♥t ❢✉♥❝t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ t❤❛t
♣r♦❞✉❝❡ ❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ❛❝❝❡♣t✐♥❣ t❤❡ ♣❛ss✐✈❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ❛s ❛♥ ❡①tr❛ ♣❛r❛♠❡t❡r✳ ❚❤❡♥✱
t❤❡ s②♥t❛① ✐s r❡❢✉♥❝t✐♦♥❛❧✐③❡❞ ✿ r❛t❤❡r t❤❛♥ ♣❛ss t❤❡ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠s ❛s✲✐s t♦ ❢✉✲
t✉r❡ st❛❣❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r✱ ❡❛❝❤ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠ ✐s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ❣✐✈❡♥ t♦ t❤❡
✐♥t❡r♣r❡t❡r ❛s t❤❡② ❜❡❝♦♠❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡✳ ❚❤❡ ♣❛rt✐❛❧ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣r❡t❡r
✇✐t❤ ♦♥❧② t❤❡ ❛❝t✐✈❡ ❛r❣✉♠❡♥t ❜❡❝♦♠❡s ❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ✇❛✐t✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ♣❛ss✐✈❡
J〈t||e〉Kc = JeKe JtKt
Jµ˜x.cKe t = λτ.JcKc ([x = t]τ)
JEKe t = t JEKE
Jµα.cKt E = JcKc[E/α]
JV Kt E = E JV KV
JαKE V = α V
Jµ˜[x].〈x||F 〉τ ′KE V = λτ.Jτ
′Kτ V JF KF ([x = (λE.E V )]τ)
JF KE V = V JF KF
JxKV F = λτ.τ(x) F
Jλx.tKV F = F (λu.λE.λτ.JtKt E ([x = u]τ))
JαKF v = α v
Ju · EKF v = v JuKt JEKE
JǫKτ V F = λτ.V F τ
Jτ ′[x = t]Kτ V F = λτ.Jτ
′Kτ V F ([x = JtKt]τ)
Jτ ′[α = E]Kτ V F = λτ.(Jτ
′Kτ V F ) [JEKE/α]τ
(τ ′[x = t]τ)(x) = λF.t (λV.λτ.V F (τ ′[x = λE.E V ]τ)) τ
❋✐❣✳ ✷✳ ❈♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ♣❛ss✐♥❣ st②❧❡ tr❛♥s❢♦r♠ ❢♦r λ[lvτ∗]✳
❝♦✉♥t❡r♣❛rt✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ s✐♥❝❡ ❝♦✲✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ♦r❞✐✲
♥❛r② st❛t✐❝ ❜✐♥❞✐♥❣s✱ ✇❡ ❝♦♥✈❡rt ❝♦♥t❡①t ❜✐♥❞✐♥❣s ❜❛❝❦ t♦ ✐♠♣❧✐❝✐t s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❲✐t❤ ❛❧❧ s②♥t❛❝t✐❝ ❢♦r♠s ✐♥t❡r♣r❡t❡❞ ♦♥✲s✐t❡✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥t❡r♣r❡t❡r ✐s ❛ ❈P❙
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥t♦ t❤❡ ❤♦st ❧❛♥❣✉❛❣❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛♥ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞ ❈P❙
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r λ[lvτ∗]✱ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ❚❤❡ ❝♦♥❝r❡t❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥✈✐✲
r♦♥♠❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ tr❛♥s❢♦r♠ ✐s ❧❡❢t ❛❜str❛❝t ✖ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞✱ ❥♦✐♥❡❞✱ ❛♥❞ s♣❧✐t ♦♥ ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ t❤r❡❡✲✇❛② s♣❧✐t ✐s t❤❡ s❛♠❡
♦♥❡ t❤❛t ❛♣♣❡❛rs ✐♥ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡✿ ❢♦r ❛ ❣✐✈❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡ x✱ t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t
✐s ♣❛rt✐t✐♦♥❡❞ ✐♥t♦ ❛❧❧ ❜✐♥❞✐♥❣s ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ✜rst ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ♦❢ x✱ t❤❡ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ x
✐ts❡❧❢✱ ❛♥❞ ❛❧❧ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜✐♥❞✐♥❣s✳
JxK k = x k
Jλx.tK k = k (λx.JtK)
Jt1 t2K k = Jt1K (λf. let r = delay Jt2K in f (λk.!r k) k)
Jµα.JK k = JJK[k/α]
J[α]tK = JtK α
delay t = new r in r := (λk. forcer t k); r
forcer t k = t (λv.r := (λk
′.k′ v); k v)
❋✐❣✳ ✸✳ ❖❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳✬s ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①t❡♥❞❡❞ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷ ✇❛s ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✶ ❜② ❝♦rr❡❝t♥❡ss✲♣r❡s❡r✈✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞✐r❡❝t❧②✳
❚❤❡♦r❡♠ ✻✳ ■❢ cτ  [lv∗] c
′τ ′ t❤❡♥ JcKJτK =βη Jc
′KJτ ′K✳
❙t♦r❡✲❜❛s❡❞ ❈P❙ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❞❡r✐✈✐♥❣ ❛ ❈P❙ ❢♦r ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲
❜②✲♥❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s t♦ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ❈P❙ ❣✐✈❡♥ ❜② ❖❦❛s❛❦✐ ❡t ❛❧✳ ❬✽❪ ✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧
♦♣❡r❛t♦rs✳ ❲❡ ❞♦ s♦ ❜② ❛❞❞✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t♦rs µ ❛♥❞ ✏❜r❛❝❦❡t✑ ❢r♦♠ P❛r✐❣♦t✬s λµ✲
❝❛❧❝✉❧✉s ❬✾❪ ❢♦r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❝❛♣t✉r✐♥❣ ❛♥❞ r❡✲✐♥st❛❧❧✐♥❣ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t✳
❚❤✐s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♣♣❧②✐♥❣ ❛ st♦r❡ ♣❛ss✐♥❣ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡
tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✳ ❚❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡❧❛② ❛♥❞ ❢♦r❝❡
❈P❙ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s❡♠❛♥t✐❝s t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳ ■♥ ♣❛rt✐❝✉❧❛r✱ ❣♦✐♥❣
❜❛❝❦ t♦ ❊①❛♠♣❧❡ ✷ ❛♥❞ ✉s✐♥❣ t❤❡ st♦r❡✲❜❛s❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✭✇❤❡r❡ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✐s ❛ t❡r♠ t ❛♥❞ ❛ st♦r❡ s ✇r✐tt❡♥ t || s✮✿
let a = µα.[α](I, λx.µ .[α]x) in let f = fst p in let q = snd p in f q (I, I) || ǫ
→ f q (I, I) || [q = forceq snd p][f = forcep fst p][a = forcea µα.[α](I, λx.µ .[α]x)]
→ (forcef fst(forcea µα.[α](I, λx.µ .[α]x))) q (I, I)
||[q = forceq snd p][f = forcef fst p][a = forcea µα.[α](I, λx.µ .[α]x)]
→ (forcef fst(forcea(I, λx.µ .(forcef fst(forcea x)) q (I, I)))) q (I, I)
||[q = forceq snd p][f = forcef fst p][a = forcea µα.[α](I, λx.µ .[α]x)]
→ q (I, I) || [q = forceq snd p][f = I][a = (I, λx.µ .(forcef fst(forcea x)) q (I, I))]
→ (λx.µ .(forcef fst(forcea x)) q (I, I)) (I, I)
||[q = λx.(forcef fst(forcea x)) q (I, I)][f = I][a = (I, λx.µ .(forcef fst(forcea x)) q (I, I))]
→ q (I, I) || [q = λx.µ .(forcef fst(forcea x)) q (I, I)][f = I][a = (I, I)]
→ . . .
❲❡ s❛✇ t❤❛t ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐❝✉t ❝❛❧❝✉❧✉s λ[lvτ ]✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ♣r♦❞✉❝❡s ✭■ ✱ ■✮ ❛s
❛ r❡s✉❧t ✖ ❡✈❡r② t✐♠❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❦ ✐s ✐♥✈♦❦❡❞✱ ❜♦t❤ ❢ ❛♥❞ q ❛r❡ r❡✈❡rt❡❞ t♦
t❤❡✐r ✉♥❡✈❛❧✉❛t❡❞ st❛t❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇✐t❤ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✸✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✲
❛t✐♦♥ ❜♦✉♥❞ t♦ ❦ ❝❛♣t✉r❡s ♦♥❧② t❤❡ ❢♦r❝✐♥❣ ♦❢ ❢ ❛♥❞ ❛✳ ❙✐♥❝❡ q ✇❛s ♥♦t ✐♥✈♦❧✈❡❞
✐♥ t❤❡ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❤❛✐♥ t❤❛t tr✐❣❣❡r❡❞ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❧❝❝ ✱ t❤❡ t❤✉♥❦ ❜♦✉♥❞
t♦ q ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✐❣♥♦r❡❞ ✐♥ ❦✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t ♦♥❝❡ t❤❡ t❤✉♥❦ ❜♦✉♥❞ t♦ q
✐s r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❢♥ ① ⇒ t❤r♦✇ ❦ ①✱ ✐t r❡t❛✐♥s t❤❛t ✈❛❧✉❡ ❢♦r ❡✈❡r② ✐♥✈♦❝❛t✐♦♥ ♦❢ ❦✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ q ♥❡✈❡r ❝❤❛♥❣❡s✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐❧❧ ❧♦♦♣ ❢♦r❡✈❡r✳
❚❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝② ✇✐t♥❡ss❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ ♦✉r s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛ st♦r❡✲❜❛s❡❞ s❡♠❛♥✲
t✐❝s r❛✐s❡s t❤❡ ❝♦♥❝❡r♥ t❤❛t ♦✉r ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❞♦❡s ♥♦t ❛❝❝✉r❛t❡❧②
♠♦❞❡❧ s❤❛r✐♥❣✱ ❡✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ♠✐♥✐♠❛❧ r❡str✐❝t✐♦♥ ✭λmlv ✮✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❛t ✐s ♥♦t t❤❡
❝❛s❡✳ ■♥ ❬✸❪✱ ✇❡ ❤❛✈❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❤❡ ♥❛t✉r❛❧ ❞❡❞✉❝t✐♦♥ ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦❢ λmlv ✱ ✭λneed✮
❛♥❞ s❤♦✇❡❞ t❤❛t ✐t ✐s s♦✉♥❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣❧❡t❡ ❢♦r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ t♦ ❛♥s✇❡rs ✻ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ♦❢ ❆r✐♦❧❛ ❛♥❞ ❋❡❧❧❡✐s❡♥ ❝❛❧❝✉❧✉s ✭λlet✮ ❬✶❪✳
✻ ❖♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✈❛❧✉❡s
❇② ♥♦✇✱ ✇❡ ❝❛♥ s❡❡ t❤❛t ❞❡✜♥✐♥❣ ❛ ❝❧❛ss✐❝❛❧ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❢r❛✉❣❤t
✇✐t❤ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ❞❡s✐❣♥ ❞❡❝✐s✐♦♥s✳ ❲❡ ❜r✐❡✢② ♦✉t❧✐♥❡ ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞
❝❛❧❝✉❧✉s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✉❡s✳ ❉❡❝❧❛r✐♥❣ t❤❛t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✉❡s
✇♦✉❧❞ s❡❡♠ t♦ ❡♥t❛✐❧ t❤❛t ❛ ❝♦♥t❡①t ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠ µ˜x.〈y||µ˜z.〈x||E〉〉 ✐s ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡
❞❡♠❛♥❞✐♥❣ x✳ ❇♦t❤ x ❛♥❞ y ❛r❡ ♥♦t s✉❜st✐t✉t❛❜❧❡ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛r❡ ♥♦t ✈❛❧✉❡s✱ s♦
t❤❡ ❝♦✲t❡r♠ ✐s st✐❧❧ ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡ ❡✈❡♥ ✐❢ E ✐s ❛ µ˜✲❜✐♥❞✐♥❣✳ ❍♦✇❡✈❡r ✇❡ r✉♥ ✐♥t♦
t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❝♦✲✈❛❧✉❡s ♥♦t ❝❧♦s❡❞ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ■❢ ♦♥❡
s✉❜st✐t✉t❡s ❛ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ V ❢♦r y✱ ♦❜t❛✐♥✐♥❣ µ˜x.〈V ||µ˜z.〈x||E〉〉✱ t❤❡♥ ✇❡ ♥♦
❧♦♥❣❡r ❤❛✈❡ ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡ s✐♥❝❡ ✐t ❝♦♥t❛✐♥s ❛ ♥❡✇ r❡❞❡① ✖ ✇❡ ❝❛♥ ♥♦✇ s✉❜st✐t✉t❡ V
❢♦r z✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✱ ✇❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛♥ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t ❛♥❞
❛ ❢♦r❝✐♥❣ ❝♦♥t❡①t✳ ❲❡ ❝♦✉❧❞ ❛♣♣❧② t❤❡ s❛♠❡ ✐❞❡❛ ❤❡r❡ ❜② ❞✐st✐♥❣✉✐s❤✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❢r♦♠ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s✳ ■♥t✉✐t✐✈❡❧②✱ µ˜x.〈y||µ˜z.〈x||E〉〉 ✐s ♥♦t ❛ ❝♦✲✈❛❧✉❡ ❜❡❝❛✉s❡ ♦♥❡
♥❡❡❞s t♦ ❦♥♦✇ ♠♦r❡ ❛❜♦✉t y✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ❝❛♥ ❛❞♦♣t ❛ ❞✐✛❡r❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✿ ✇❡ ❞♦
♥♦t ♣❡r❢♦r♠ t❤❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡❛❣❡r❧② ❜✉t ✐♥st❡❛❞ ♦♥❧② ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ♦♥ ❛ ❜②✲
♥❡❡❞ ❜❛s✐s✳ ❇② ❝❤♦♦s✐♥❣ t♦ ❞❡✜♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ♥♦♥✲✈❛❧✉❡s✱ ❛♥❞ ♦♥❧② ❞❡r❡❢❡r❡♥❝✐♥❣
❜♦✉♥❞ ✈❛❧✉❡s✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t ❛ ♠✉❝❤ s✐♠♣❧❡r ❣r❛♠♠❛r ❢♦r t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ✇❤❡r❡ c
❛♥❞ e ❛r❡ ✉♥❝❤❛♥❣❡❞✳
t ∈ Term ::= V | x | µα.c E ∈ CoV alue ::= α | t · E | µ˜x.C[〈x||E〉]
V ∈ V alue ::= λx.t C ∈MetaContext ::=  | 〈t||µ˜x.C〉
❚❤❡ ❝♦st ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡❝✐s✐♦♥s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t ✇❡ ♠✉st r❡❞❡✜♥❡ µ˜v r❡❞✉❝t✐♦♥ t♦
❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡ ✈❛❧✉❡s ❜♦✉♥❞ t♦ ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥❧② ✇❤❡♥ ✐t ✐s ❛❜s♦❧✉t❡❧② ♥❡❝❡ss❛r② t♦
♠♦✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✳
(µ˜v) 〈V ||µ˜x.C[〈x||E〉]〉 → 〈V ||µ˜x.C[〈V ||E〉]〉
❉❡r✐✈✐♥❣ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t❡
❝❛❧❝✉❧✉s ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ s❛♠❡ ❜❛s✐❝ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✉s❡❞ ✇✐t❤ λlv ✳ ✼ ❖♥❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ t♦
✻ ❆♥ ❛♥s✇❡r ✐s ❛ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦r ❛ ❧❡t ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✇❤♦s❡ ❜♦❞② ✐s ❛♥ ❛♥s✇❡r✳
✼ ❚❤❡ ❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❛❧t❡r♥❛t❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛t ❤tt♣✿✴✴✐①✳❝s✳✉♦r❡❣♦♥✳
❡❞✉✴⑦♣❞♦✇♥❡♥✴❝❧❛ss✐❝❛❧✲♥❡❡❞✲❛rt✐❢❛❝ts✴✳
♥♦t❡✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ✐s t❤❛t s✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛❧❝✉❧✉s ✉s❡s ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❜②✲♥❡❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ t❤❡
❞❡r✐✈❡❞ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ❛❧r❡❛❞② ❝♦♥t❡①t ❢r❡❡✳ ❇② st❛rt✐♥❣ ✇✐t❤ ❛ ❝❛❧❝✉❧✉s t❤❛t
✉s❡s ❞❡❧❛②❡❞✱ ❞❡r❡❢❡r❡♥❝❡✲❜❛s❡❞ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❣❡♥❡r❛t✐♥❣ t❤❡ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥
✐s s✐♠♣❧❡r ❛♥❞ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t✳ ❚❤❡ ♠♦r❡ ❞✐r❡❝t ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❣✐✈❡s ❛ ❝❧♦s❡r r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s♦✉r❝❡ ❝❛❧❝✉❧✉s ❛♥❞ t❤❡ ✜♥❛❧ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ♥♦t❡ t❤❛t t❤❡ ❞❡❝✐s✐♦♥ ♦❢ ✇❤❡t❤❡r ♦r ♥♦t ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡
❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✈❛❧✉❡s ❤❛s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ❛♥❞
❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ ❛ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❤❛s
❛♥ ✐♥❤❡r❡♥t t❡♥s✐♦♥ ✖ ❜♦t❤ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ t❤❡✐r ♦✇♥ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❱❛r✐❛❜❧❡s
❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② st❛♥❞ ✐♥ ❢♦r ✈❛❧✉❡s t❤❛t ♠❛② ♦r ♠❛② ♥♦t
❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ②❡t ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ s❛❢❡❧② ❝♦♣✐❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t ❛ ♣r♦❣r❛♠ ✇✐t❤♦✉t
❞✉♣❧✐❝❛t✐♥❣ ✇♦r❦✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ tr❡❛t✐♥❣ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛s ✈❛❧✉❡s ❝♦♠♣❧✐❝❛t❡s t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢
✏❢♦r❝✐♥❣✑ ❛ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ s❤♦✇s ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❣r❛♠♠❛r ♦❢ ❝♦♥t❡①ts✳ ❚❤✐s ❛❧s♦
r❡q✉✐r❡s ❛♥ ❡①tr❛ ♣✉s❤ t♦ ❞r✐✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠
♦❢ ❝♦✲❝♦♥st❛♥ts α✳ ❆ ♣r♦❣r❛♠ ❧✐❦❡ 〈µβ.c||µ˜x.〈x||α〉〉 ❞♦❡s ♥♦t r❡❞✉❝❡ ❛♥② ❢✉rt❤❡r
s✐♥❝❡ x ✐s ❛ ✈❛❧✉❡✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ x ✐s ❜♦✉♥❞ t♦ ❛ ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r
❤❛♥❞✱ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝❛♥ ❜❡ t❤♦✉❣❤t ♦❢ ❛s ♥♦♥✲✈❛❧✉❡s✱ s✐♥❝❡ t❤❡② r❡♣r❡s❡♥t ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡
t♦ ❛ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❞❡❧❛②❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ❞r✐✈✐♥❣ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ❢♦r✇❛r❞
✐s tr✐✈✐❛❧ s✐♥❝❡ ❛♥② ♥♦♥✲µ˜ ❝♦♥t❡①t ❞❡♠❛♥❞s ❛ ✈❛❧✉❡✳ ❲❤❡♥ x ✐s ♥♦t ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛
✈❛❧✉❡✱ t❤❡ ♣r♦❣r❛♠ 〈µβ.c||µ˜x.〈x||α〉〉 ✇✐❧❧ ❞❡♠❛♥❞ ❛ ✈❛❧✉❡ ❢♦r x r❡❣❛r❞❧❡ss ♦❢ ✇❤❛t
♠❛② ❜❡ s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r α✳ ■♥st❡❛❞✱ t❤❡ ❝♦♠♣❧✐❝❛t✐♦♥ s❤♦✇s ✉♣ ❞✉r✐♥❣ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦❢ ✈❛❧✉❡s✳ ❲❤❡♥ ❛ ✈❛❧✉❡ ✐s s✉❜st✐t✉t❡❞ ❢♦r ❛ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ s✉❞❞❡♥❧② ❛ ♥♦♥✲✈❛❧✉❡ t❡r♠ ✐s
r❡♣❧❛❝❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✈❛❧✉❡✳ ❚❤✐s ❤❛s ✐♥tr✐❝❛t❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❝♦♥t❡①t
♦❢ ❛ ♣r♦❣r❛♠ ❛♥❞ ♠❛❦❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢♦r ✈❛❧✉❡s ❛ ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧ ♦♣❡r❛t✐♦♥✳
✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
■♥ t❤✐s ♣❛♣❡r✱ ✇❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡ t❤❡ ✉s❡❢✉❧♥❡ss ♦❢ ❤❛✈✐♥❣ ❛ s②st❡♠❛t✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
❞❡❛❧✐♥❣ ✇✐t❤ s②♥t❛❝t✐❝ t❤❡♦r✐❡s✳ ❙❡♠❛♥t✐❝s ❢♦r ❛ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞✐❢✲
❢❡r❡♥t ✇❛②s✱ ❛♥❞ t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝t t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ ❛ ♣❛rt✐❝✉❧❛r ♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥
❝❛rr✐❡s ✇✐t❤ ✐t ❝❡rt❛✐♥ str❡♥❣t❤s ❛♥❞ ✇❡❛❦♥❡ss❡s✳ ❆ st❛♥❞❛r❞ r❡❞✉❝t✐♦♥ ✐s ✉s❡❢✉❧
❢♦r r❡❛s♦♥✐♥❣ ❞✐r❡❝t❧② ❛❜♦✉t t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡✱ ❛♥ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ ✐s ✇❡❧❧✲s✉✐t❡❞ ❛s ❛
❜❛s✐s ❢♦r ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ❛♥❞ ❛ ❈P❙ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦✈✐❞❡s ❛ t❤❡✲
♦r② ✐♥ t❡r♠s ♦❢ t❤❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✉s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡s❡ t❤r❡❡ ❢♦r♠s ♦❢ s❡♠❛♥t✐❝s ❛r❡ ❝❧♦s❡❧②
✐♥t❡rt✇✐♥❡❞✱ ❞❡✜♥✐♥❣ ❛♥② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡♠ ✐♥❤❡r❡♥t❧② ❞❡✜♥❡s t❤❡ ♦t❤❡rs ✖ ❣❡♥❡r✲
❛t✐♥❣ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❛rt✐❢❛❝ts ❜❡❝♦♠❡s ❛ str❛✐❣❤t❢♦r✇❛r❞ ❡①❡r❝✐s❡✳ ❆ s②st❡♠❛t✐❝
❛♣♣r♦❛❝❤ ❧✐❜❡r❛t❡s t❤❡ ❧❛♥❣✉❛❣❡ ❞❡s✐❣♥❡r ❢r♦♠ t❤❡ ❜✉r❞❡♥ ♦❢ ❤❛♥❞✲❝r❛❢t✐♥❣ ❡❛❝❤
s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝t ❢r♦♠ t❤❡ ❣r♦✉♥❞ ✉♣✳
■t ✐s ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ✜♥❞ t❤❛t t❤❡ ♠♦st ✏♥❛t✉r❛❧✑ ❡①t❡♥s✐♦♥ ♦❢ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞
✇✐t❤ ❝♦♥tr♦❧ ❝❤❛♥❣❡s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ ❤♦✇ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❛♣♣r♦❛❝❤❡❞✳ ❚❤✐s ❞❡✈❡❧✲
♦♣♠❡♥t s❤♦✇s ❛♥ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ ❝❛s❡ ♦❢ t❤❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡♦r② ❛♥❞ ♣r❛❝t✐❝❡✳
❇② ❛♣♣r♦❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ s❡q✉❡♥t ❝❛❧❝✉❧✉s ❛s ❛ r❡❢❡r❡♥❝❡ ♣♦✐♥t ❛♥❞
t❛❦✐♥❣ t❤❡ ♣❛t❤ ♦❢ ❧❡❛st r❡s✐st❛♥❝❡✱ ✇❡ ❛rr✐✈❡ ❛t t❤❡ t❤❡♦r② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ t❤✐s
♣❛♣❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ s❡♠❛♥t✐❝s ❝♦♠❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡❧❡❣❛♥t r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r②✱ ❜✉t ✐t
✐s ♥♦t ♦❜✈✐♦✉s ❤♦✇ t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ♠❛♣ t❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ t♦ ♠♦❞❡r♥ ❝♦♠♣✉t❡r
❤❛r❞✇❛r❡✳ ❖♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❤❛♥❞✱ ❝❛❧❧✲❜②✲♥❡❡❞ ✐s ❣❡♥❡r❛❧❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ ❞❡❧❛②
❛♥❞ ❢♦r❝❡ ✐♥ ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛♥❞ ♣❡r❢♦r♠✐♥❣ t❤❡ ♦❜✈✐♦✉s ❡①t❡♥s✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❞✐✛❡r❡♥t
s❡♠❛♥t✐❝s✳ ❚❤❡ ❛❜str❛❝t ♠❛❝❤✐♥❡ t❤❛t ❝♦♠❡s ❢r♦♠ t❤✐s ❛❧t❡r♥❛t❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s
❡❛s② t♦ ❡✣❝✐❡♥t❧② ✐♠♣❧❡♠❡♥t ✐♥ ❤❛r❞✇❛r❡✱ ❜✉t t❤❡ s❡♠❛♥t✐❝s ✐s ❤❛r❞❡r t♦ r❡❛s♦♥
❛❜♦✉t✳ ❆s ❢✉t✉r❡ ✇♦r❦✱ ✐t ✇✐❧❧ ❜❡ ✐♥t❡r❡st✐♥❣ t♦ ❡①♣❧♦r❡ ❛ r❡❞✉❝t✐♦♥ t❤❡♦r② ❢♦r t❤❡
st♦r❡✲❜❛s❡❞ s❡♠❛♥t✐❝s ❛♥❞ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❡♥✈✐r♦♥♠❡♥t✲❜❛s❡❞
s❡♠❛♥t✐❝s✳
❆❝❦♥♦✇❧❡❞❣♠❡♥ts ❲❡ ❛r❡ ✐♥❞❡❜t❡❞ t♦ ❖❧✐✈✐❡r ❉❛♥✈② ❢♦r ❤✐s ♠❛♥② ❢r✉✐t❢✉❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❝❧♦s❡ ❝♦♥♥❡❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ s❡♠❛♥t✐❝ ❛rt✐❢❛❝ts✳ P❛✉❧ ❉♦✇♥❡♥ ❛♥❞
❩❡♥❛ ▼✳ ❆r✐♦❧❛ ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② ◆❙❋ ❣r❛♥t ❈❈❋✲✵✾✶✼✸✷✾✳ ❑❡✐❦♦ ◆❛❦❛t❛✬s
r❡s❡❛r❝❤ ✇❛s s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ❊✉r♦♣❡❛♥ ❘❡❣✐♦♥❛❧ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥t ❋✉♥❞ ✭❊❘❉❋✮
t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ❊st♦♥✐❛♥ ❈❡♥tr❡ ♦❢ ❊①❝❡❧❧❡♥❝❡ ✐♥ ❈♦♠♣✉t❡r ❙❝✐❡♥❝❡ ✭❊❳❈❙✮✱ ❛♥❞
t❤❡ ❊st♦♥✐❛♥ ❙❝✐❡♥❝❡ ❋♦✉♥❞❛t✐♦♥ ❣r❛♥t ♥♦✳ ✾✸✾✽✳ ❚❤✐s r❡s❡❛r❝❤ ❤❛s ❛❧s♦ ❜❡❡♥
s✉♣♣♦rt❡❞ ❜② t❤❡ ■◆❘■❆ ➱q✉✐♣❡ ❆ss♦❝✐é❡ ❙❊▼❆❈❖❉❊✳
❘❡❢❡r❡♥❝❡s
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